-SUP-H L1/L2

en poche

Probabilités

et tests d’hypothese

Francois Cottet-Emard [ 18 fiches

[¥ Résumés de cours
[ 85 exercices corrigés
[# Méthodologie et conseils

£ - ccboeck D






Probabilités



DANS LA MEME COLLECTION

Sup en poche est une collection destinée aux étudiants du 1¢" cycle, essentielle-
ment en Licence 1 et 2. Son objectif est de permettre a I'étudiant de réviser et
s’entrainer en vue de réussir ses examens. Chaque ouvrage est composé de fiches
proposant des cours résumeés suivis d'exercices corrigés pas a pas.

ﬂ&.

Algébre
Des polynémes aux

applications linéaires
0 o
5 htuame g coury
00 mmweron carigis
3 Memoelope o ity

ﬂ Lz |
Analyse

Des fonctions réelles
aux suvites

ﬂ e
Algébre

De la réduction
au bilinéaire
& 17 e
E Tmm—

Tl eamiion ot
B (=g ot oty

ﬂ L LifLz |
Analyse

Intégration
et convergence
1 e

(& Revwmes do cowry.
AT e v

ﬂ o
Algébre générale
et graphes

4 o corrph
PR Memeseios of cannis

Calcul
différentiel

4 ot

S innts e ey
b

3 Methodelope ¢t comals




-SUP-
en poche

Probabilites

et tests d’hypothése

Francois Cottet-Emard

UUUUUUUUU



Pour toute information sur notre fonds et les nouveautés dans votre domaine

de spécialisation, consultez notre site web : www.deboecksuperieur.com

© De Boeck Supérieur s.a., 2020
Rue du Bosquet, 7 - B-1348 Louvain-la-Neuve

Tous droits réservés pour tous pays.

ILest interdit, sauf accord préalable et écrit de U'éditeur, de reproduire (notamment par photocopie) partiel-
lement ou totalement le présent ouvrage, de le stocker dans une banque de données ou de le communiquer
au public, sous quelque forme et de quelque maniére que ce soit.

Dépdt légal :
Bibliothéque Nationale, Paris : mars 2020 ISSN : 2566-2724
Bibliotheque royale de Belgique, Bruxelles : 2020/13647/019 ISBN : 978-2-8073-2231-8



Sommaire

Introduction . ....... . ...
1 Dénombrements . .. ........ ... . .. .. 3
2 Univers finiet probabilité . ............................ 12
3 Probabilités conditionnelles, indépendance . ... ........... 31
4 Schéma de Bernoulli, loi binomiale . . . ................... 50
5 Variable aléatoire . ....... .. ... . . ... ... 53
6 Univers dénombrable, variable aléatoire discréte . . . ... ... .. 77
7 Variables aléatoires continues . ........................ 97
8 Loinormale, de Student, x> ........................... 112
9 Lois classiques etlogiciels . ........... ... ... ... ... ... 126
10 Echantillon . ...ttt 134
11 Convergence, approximations . ........................ 138
12 Intervalle de fluctuation, de confiance proportion et espérance 148
13 Testsdhypothése . ... ... ... . ... . ... . . ... .. ... .. ... 161
14 Testsaveclaloidu x? ...... ... ... . . .. . i 187
15 Tests sur les variances, x? Fisher .. ..................... 197
16 ChainedeMarkov. .. ... ... ... ... ... 208
A Démonstrations . ........ ... ... 219
B Problemesrécapitulatifs . .. ......... ... ... ... ...... 230

Sommaire | V






Introduction

Ce volume de probabilité compléte les six volumes précédents de la col-
lection. Il commence par les dénombrements classiques et les probabilités
sur un univers finis, en insistant sur le schéma de Bernoulli et la loi bino-
miale. Il se continue ensuite par les univers dénombrables et les grandes
lois classiques comme la loi de Poisson et la loi géométrique. Les probabi-
lités continues sont abordées dans 'optique L1L2 des variables aléatoires
a densité. Les couples de variables aléatoires, plutét du niveau L3, ne sont
pas abordés ici. Les inégalités classiques, les théoremes de convergence et
les approximations de lois par d’autres sont largement détaillés, de méme
que les intervalles de fluctuation et de confiance, notions toujours délicates.
Une large part est ensuite consacrée aux tests d’hypothése, entre autre
avec I'utilisation de la loi normale ou de la loi de Student, la loi du x? et
la loi de Fisher-Snédecor : trois fiches leur sont consacrées. Louvrage se
termine par les chaines de Markov irréductibles avec les conditions néces-
saires et suffisantes classiques de convergence, entre autre celles avec les
valeurs propres.

Les logiciels commerciaux (Excel) ou gratuits (Xcas, Open Office) remplacent
maintenant les tables de valeurs numériques d’autrefois, et sont plus pré-
cis. La fiche 9 détaille I'utilisation d’Excel 2010, Open Office, Xcas. On fera
attention que I'objectif d’un calcul differe (en plus de la syntaxe) d’un lo-
giciel a l'autre, dans certains cas. De plus, les améliorations récentes ont
introduit de nouvelles instructions, comme par exemple dans Excel. Malgré
tout, nombre de problemes se raménent a travailler avec la loi normale cen-
trée réduite, et la table de ses valeurs classiques est incontournable, et est
donnée.

Les trois ouvrages précédents d’algebre et les trois d’analyse de la col-
lection étaient plutot destinés aux étudiants des filieres mathématique et
informatique, mais celui-ci s’adresse a un public plus large de L1L2 comme
aux étudiants des filieres de santé : les tests avec la loi du x? ou de Fi-
sher leur sont particulierement destinés, on les rencontre beaucoup dans
les comparaisons d’efficacité de traitements, par exemple.

Les paragraphes pouvant étre sautés en premiere lecture sont indiqués par
le sigle en rouge. Peu de prérequis sont nécessaires, les dénombre-
ments sont faits dans la premiere fiche.

Comme dans les premiers volumes de la collection, chaque fiche comporte
le cours, des exemples complets et des exercices corrigés. Ces exercices
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sont assez peu « mathématiques », mais reposent essentiellement sur des
situations de la vie. Les démonstrations les plus longues sont reportées en
fin de volume, seules les plus courtes ou les plus pertinentes sont dans le
corps de chaque fiche. Des problemes récapitulatifs completent I'ouvrage.
La présentation est attrayante, en quatre couleurs, avec des points de mé-
thodologie quand il le faut, et 'ensemble se lit facilement. Tout est rigou-
reux, toutes les preuves de niveau L1L2 sont données. On notera enfin que
le mot « événement » s’écrit aussi « événement », orthographe adoptée ici.

Pour Alice, Audrey et Emilie qui sauront se reconnaitre.

| Introduction



Dénombrements

[ MOTSiCLE'S : combinaison, arrangement, factorielle, partie, ordre, bindme, Newton,
Pascal

La lettre n désigne un entier supérieur ou égal a 1, et p un entier compris entre 0 et n
inclus. I est un ensemble quelconque a n éléments. Rappelons que la notion d'ordre
n'existe pas dans un ensemble : {1, 2,3} et {2, 1, 3} sont le méme ensemble.
Par contre la suite (1, 2, 3) et la suite (2, 1, 3) sont distinctes.

o Permutation de n éléments : factorielle

Exemple 1.a : soit £ = {1,2,3}. Il y a six bijections de E sur lui-méme, par
exemple ¢ définie par o(1) = 3,0(2) = 1,0(3) = 2, et les cing analogues :
tout élément de F est I'image d’un et d’un seul élément de E. Une telle
bijection s’appelle permutation de F.

Une permutation d'un ensemble E est une bijection de £ sur [ui-méme.

€ Quand E est un ensemble sur lequel on a un ordre ou une numérotation
naturel, comme par exemple l'intervalle [1..n| des entiers naturels de 1
a n, on considére £ comme une suite ordonnée, et on représente la
permutation par la suite ordonnée des images des éléments de E.

Exemple 1.b : il y a 6 permutations de E = {1, 2, 3}, se représentant par les
suites ordonnées (1,2,3), (1, 3,2), (2,1,3),(2,3,1), (3,1,2), (3,2,1). La no-
tation (2, 3, 1) désigne la permutation définie par o(1) = 2,0(2) = 3,0(3) =
1. On considére en pratique E comme la suite ordonnée (1,2, 3).

@ Lenombre de permutations d’un ensemble {e;, €5, - - - , €, } an éléments
se calcule aisément : il y a n valeurs possibles pour I'image de e;, puis
n — 1 images possibles pour I'image de e, et ainsi de suite, jusqu’a une
seule valeur possible pour I'image de ¢,,. On a donc:

Théoréme 1.1lyan x (n — 1) x --- x 2 x 1 permutations d'un ensemble a n
éléments. C'est le produit de tous les entiers de 1 a » : on I'appelle « factorielle
n » et on le note n!

Fiche 1: Dénombrements | 3



Exemple 2a:onall = 1,21 =2x1 =2,3=3x2x1=6,4 =
4x3x2x1=24

@ On a la relation de récurrence n! = n x (n — 1)!. Par convention, on
ajoute 0! = 1, c’est trés pratique et vrai aussi!

Exemple 2.b:onab!l =5 x 4! =5 x 24 = 120.

Exemple 3.a : anagrammes du prénom AUDREY. Un anagramme est une
permutation quelconque des lettres d’'un mot, que cela ait un sens en fran-
cais ou non. Ici, nous avons 6 lettres différentes, et les 6! permutations des
6 lettres nous donnent 6! = 720 anagrammes distincts.

Exemple 3.b : anagrammes de ANNE. Il y a 4 lettres, mais on a deux fois
le N. Si les deux N étaient distincts (bleu/rouge), on aurait 4! anagrammes,
mais ANNE avec le premier N rouge et le second en bleu, est le méme
que ANNE avec le premier N en bleu et le second en rouge. Chaque ana-
gramme est trouvé deux fois, et la réponse est 4!/2 = 12. Pour ANNA, on
en a seulement 6.

9 Arrangements de n éléments pa p

Un arrangement de n objets p a p est une suite ordonnée de p objets distincts

parmi les n.
@ En général, on utilise les arrangements des entiers {1,2,--- ;n}. On
prend donc une suite ordonnée de p entiers distincts choisis parmi ces

n entiers.

Exemple 4 : un arrangement de {1, 2,3, 4,5} trois a trois est une suite or-
donnée comme (2,4,1) ou (1,2, 4), qui sont deux arrangements différents
puisque I'ordre intervient, ou (1, 3, 5).

@ |l est important de connaitre le nombre d’arrangements de n objets p a
p, la démonstration est donnée en annexe :

Théoréme 2. Le nombre A? d'arrangements de n objets p a p est égal a
n(n—1)---(n—p+ 1) :c'estle produit des p entiers décroissants a partir
de n.

@ Pourp=n,ona A" = n!:normal puisqu’un arrangement de n objets n
a n est une permutation de ces n objets.

4 | Fiche1: Dénombrements



Exemple 5: A2 =6x5x4=120. A2=3x2=06. A} =n.

e Combinaisons de n éléments pa p

Une combinaison de n objets p a p est un paquet sans ordre de p objets choisis
parmi ces n objets.

@ Autre facon de dire : on se place dans un ensemble a n éléments, et
une combinaison des n éléments p a p est une partie de E contenant p
éléments.

Exemple 6 : soit F = {1, 2,3}. Les combinaisons de ces trois éléments 2 a
2sont{1,2},{1,3} et {2,3}. La combinaison {1, 2} peut aussi s’écrire {2, 1}
puisqu’il N’y a pas d’ordre dans les combinaisons.

Méthodologie comparative

Dans les arrangements, les éléments sont ordonnés. Dans les combinaisons, il n'y
a pas d'ordre.

@ Le nombre de combinaisons de n objets p & p, noté (Z),joue un role

fondamental en mathématiques. La définition des combinaisons nous dit
que:
Méthodologie

n . N 214 N 214
(p) est le nombre de parties a p éléments dans un ensemble a n éléments.

@ Le nombre de combinaisons de n éléments p & p est donnée par (preuve
en annexe) :

Théoréme 3. 0n a <”> _n(n=1) - (n-p+1)
p p(p—l)...l

En haut, on a le produit des p entiers décroissants a partir de n. En bas on a le
produit des p entiers décroissants a partir de p.

Fiche 1: Dénombrements | 5



© Onalesformules fondamentales suivantes, démontrées en annexe ainsi
que le théoreme 4 :

©) =)=+ () = () =1 ()= ()

B -1 n—1
Théoréme 4. Pour 1 <p<n—1ona (") = ("
<p<n E) =71+ (o

Exemple 7.a: (

n) _n(n-1), <n> n(n—1)(n—2)

2 2 "\3 6
6 6x5x4

E le7b: = — =20.

xemple 7.b <3) %2 % 1 0

Exemple 8.a : on a un sac avec 2 boules rouges et 3 blanches, et on en
tire deux sans remise (i.e. soit on tire les deux ensembles, soit 'une apres
'autre sans remettre la premiére dans le sac). Pour avoir un tirage bicolore,

ona (i’) = 3 choix pour la blanche et G) = 2 pourlarouge,soit3x2 =6

tirages possibles.

Méthodologie

Avec un sac contenant des boules dites indiscernables, on peut se demander si 3
blanches et 2 rouges forment un ensemble : les boules sont certes indiscernables
au toucher, mais on peut moralement les numéroter r, 7, b1, b, b; et obtenir des
objets distincts, i.e. un ensemble!

Exemple 8.b : prenons un sac avec 8 boules de méme couleur, et on en tire
) . . 8 n . .
2 sans remise. Le nombre de tirages possibles est <2 , méme si on a envie

de dire qu’il y en a un seul!

Exemple 9 : on tire sans remise 4 cartes d’un jeu de 52. Pour obtenir 2 ©,

= 13 x 12/2 = 78 choix pour les ©, et <13) =13

2 1

pour les autres. On a donc 78 x 132 = 13182 choix possibles.

un $etun by, ily a <13

6 | Fiche1: Dénombrements



Terminologie

— Dans un tirage sans remise, on sort les objets du sac soit simultanément, soit
['un aprés I'autre mais sans remettre qui que ce soit dans le sac.

— Dans un tirage avec remise, on tire un objet puis on le remet dans le sac avant
de tirer le suivant. Les tirages successifs sont donc indépendants.

Remarque : il est quelquefois utile de donner un sens a (Z) avecp >n:

sa valeur est égale a 0. C’est pratique dans I'exemple suivant.

Exemple 10.a : soientn > 0,m > 0et0 < k < n + m. Calculons

k
Z (7;) (knj z) somme dans laquelle i est susceptible d’étre plus grand
1=0

que n et k — i plus grand que m.

Exemple 10.b : soit £ un ensemble a n + m éléments, dont n rouges et m
bleus. Une partie a k éléments s’obtient en prenant ; éléments rouges et k—

k
. . . n-+m n m
i bleus, pourtous les i « possibles». On adonc ( k ) = E ( ) (k )

1 —1
=0
expression dans laquelle certaines « combinaisons » sont nulles.

Relations entre factorielle, arrangement et

combinaison
. . P . n AP
@ La démonstration (annexe) du théoréme 3 nous dit que » =
p:
|
@ On a, par définition de la factorielle, n(n — 1) ---(n —p+1) = ﬁ
n—np)!

puisque la simplification par (n — p)! laisse au numérateur les entiers de
nan —p-+ 1inclus. On en déduit :

|
Théoréme 5.0na (") = — .
D pl(n — p)!

@ Cette expression est trés utile dans les exercices théoriques. Dans les
calculs pratiques, elle est trop lourde, il faut revenir a I'expression de
base donnée en théoréme 4.

Fiche 1: Dénombrements | 7



e Bin6me de Newton, triangle de Pascal

® Les (p) sont appelés aussi coefficients binomiaux, car ils interviennent

dans la formule du bindbme de Newton :

Théoréme 6.0n a (a +b)" = (;) a’b" e,

p=0

@ Le triangle de Pascal permet de calculer aisément les coefficients bino-
miaux, par addition seule :

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

@ On passe de la ligne n a la ligne n+ 1 de la fagon suivante : en dessous
(et au milieu) de chaque intervalle défini par deux nombres de la ligne
n, on met la somme de ces deux nombre. Par exemple en quatrieme
ligne, 4 est la somme de 1 et 3 (chiffres en bleu), et 6 est la somme de 3
et 3. En sixieme ligne ligne 20 est la somme de 10 et 10 de la ligne cing
(en rouge). Et on rajoute un chiffre 1 en début et en queue de chaque
nouvelle ligne.

@ Les coefficients de la ligne n se retrouvent dans le calcul de (a + b)".
On a (a + b)? = a® + 2ab + b* qui fait intervenir la deuxiéme ligne. On a
(a+b)* = a® + 3a®b + 3ab® + b* qui fait intervenir la troisieme ligne. On
a(a+b)* = a*+ 4ab + 6a*b* + 4ab® + b* qui utilise la quatriéme ligne
et ainsi de suite.

Exemple 11.a : Newton donne (1 + 1)" = 2" = Z (Z)

p=0

Exemple 11.b : il donne aussi (1 — 1)" =0 = Z(—l)p <n>
p=0 P

Exemple 10.c : sachant que (1 + 2)"(1 + z)™ = (1 4+ x)"*™, et en utili-

sant la formule du coefficient de z* dans le produit de deux polynémes, on

retrouve le résultat de 10.b.

8 | Fiche 1: Dénombrements



On se promeéne sur la grille du plan formée par les points a coordonnées
entiéres > 0. On peut passer du point (n,m) a (n + 1, m) (avance horizon-
tale) ou a (n,m + 1) (avance verticale). On ne peut ni reculer, ni aller en
oblique.

1. Combien a-t-on de chemins possibles pour aller du point (0,0) au point
(p,q)? On regardera le nombre de trajets horizontaux et le nombre de tra-
jets verticaux dans un tel chemin.

2. Aupoint (n,m) (avec0 < n < pet0 < m < ¢) il y a un gateau. Combien
a-t-on de chemins pour arriver en (p, ¢) en ayant mangé le gateau?

Combien d’anagrammes des mots CHIEN, POISON, POISSONS, ASSASSI-
NATS peut-on former?

Le conseil compte 56 conseillers dont 20 vont voter pour A et 36 pour B lors
de I'élection du maire. On prend un échantillon de 15 conseillers.

1. Combien a-t-on d’échantillons possibles?

2. Combien a-t-on d’échantillons ou tout le monde va voter A?

3. Soit 0 < k < 15. Combien a-t-on d’échantillons ou k personnes vont
voter A et les autres B?

Une urne contient 10 boules rouges, 5 noires, 3 jaunes et 2 vertes. On tire
quatre boules sans remise.

1. Combien a-t-on de tirages possibles?

2. Combien a-t-on de tirages avec une boule de chaque couleur?

3. Combien a-t-on de tirages avec exactement 2 boules rouges?

4. Combien a-t-on de tirages sans aucune boule rouge?

5. Combien a-t-on de tirages avec au moins une boule rouge?

Fiche 1: Dénombrements |
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1. On effectue au total p + ¢ petites avances, dont obligatoirement p hori-
zontales et ¢ verticales. Le chemin est completement déterminé par la don-
née des p avances horizontales parmiles p+gq. Il s’agit, parmi les p+q petits

trajets, de fixer les p trajets horizontaux : il y a p ; q facons de le faire.

2. Il s’agit de compter le nombre de chemins allant de (0,0) a (p,q) en
passant par (n, m). C’est le produit du nombre de chemin allant de (0,0) a

+

(n,m), soit " nm et du nombre de chemins allant de (n,m) a (p,q). A

une translation pres, le deuxieme nombre de chemins est égal au nombre

de chemin allant de (0,0) & (p—n, ¢g—m), soit (p + 39__7;_ m). Le nombre

de chemins gourmands est (n_;m> X <p == m).

p—n

Les 5 lettres de CHIEN sont différentes, et il y a donc 5! facons de les per-
muter. Si I'on distinguait les 2 « O » de POISON , il y aurait 6! anagrammes
possibles. Mais il y a 2! facon de permuter ces « O » entre eux : cela donne
6!/2! anagrammes. Comme il y a 8 lettres, mais deux fois le « O » et trois fois
le «S», cela donne 8!/(2! x 3!) anagrammes de POISSONS. Comme le « A »
intervient trois fois et le « S » cing fois, on a 11!/(3! x 5!) anagrammes.

1. Un échantillon est une combinaison des 56 personnes 15a 15:ilyena
56
(1)

2. Les 15 personnes sont a prendre parmi les 20 partisans de A.lly a (?g)

tels échantillons.

3. Il faut choisir k conseillers parmi les 20 partisans de A, ce qui fait <2kO>

possibilités, et 15 — k parmi les 36 partisans de B, ce qui fait (153E k)

S 20 36 S
possibilités : cela donne (k) X (15 B k) possibilités.

| Fiche 1: Dénombrements



1. Un tirage est un paquet sans ordre de 4 boules parmi 20 :ily en a (240>.

2. Il'y a 10 choix possibles pour la rouge, et ainsi de suite pour les autres
couleurs. Cela donne 10 x 5 x 3 x 2 tirages possibles.

3. Iy a 10 boules rouges et 10 non rouges. Il faut tirer 2 boules parmi les

rouges, soit (120> possibilités, et 2 parmi les 10 non rouges, soit aussi (12())
o5 & . . . 10 2
possibilités. Le nombre total de choix est le produit des deux, soit R

4. Les boules sont a tirer parmi les 10 non rouges, soit <140

5. Le contraire de « au moins une rouge » est « aucune rouge ». Notre en-
semble est le complémentaire (dans I'ensemble de tous les tirages pos-

) possibilités.

sibles) de I’ensemble défini en question 4. Son cardinal est donc <2O> —

&) 4

Fiche 1: Dénombrements | 1M



Univers fini et probabilité

[ MOTS-CLES : expérience, aléatoire, univers, événement, probabilité, élémentaire,
germe, incompatible, et, ou, contraire ]

Cette fiche présente les notions fondamentales d'univers associé a une expérience
aléatoire, d'évenement, et de probabilité sur cet univers. L'univers est ici un ensemble
fini. On fera attention a la numérotation des exemples : exemple 1.a, exemple 1.b ...
se réferent a la méme expérience aléatoire.

o Expérience aléatoire

Une expérience est dite aléatoire quand on connait parfaitement I'ensemble €2 de
ses issues (résultats) possibles, mais que I'on ne sait pas laquelle de ces issues
va se réaliser.

Exemple 1.a : on lance une seule fois un dé a six faces. Une issue est
le numéro de la face qui sort, et il y a donc 6 issues possibles, qui sont
1,2,3,4,5,6. A priori, on ne sait pas laquelle va se réaliser.

Exemple 2.a : on lance deux fois une piece de monnaie « pile/face », en
s'intéressant a I'ordre de sortie des deux tirages. Il y a 4 issues possibles,
que I'on schématise en (p,p), (p.f), (f.p), (f.f), la premiere lettre désignant la
face sortie au premier lancer, et I'autre celle du second lancer.

Point Pédagogie

Les expériences aléatoires dont I'ensemble des issues n'est pas fini seront étudiées
ultérieurement.

9 Univers associé a une expérience aléatoire

L'ensemble des issues possibles d'une expérience aléatoire s'appelle univers
associé a cette expérience. On le note souvent .

Exemple1.b:ona Q ={1,2,3,4,5,6}.

12 | Fiche 2 : Univers fini et probabilité



Exemple 2.b:ona Q= {(p,p), (p, ), (f,p), (f, f)}-

Exemple 3.a: dans les deux lancers de la piece, on pourrait s’intéresser uni-
guement aux issues « deux fois pile », « deux fois faces », « une de chaque » :
'univers contient 3 éléments seulement. La différence avec 'exemple 2 est
que I'on se moque de I'ordre de sortie des faces de la pieces, c’est aussi la
situation ol on lance les deux pieces simultanément. Cet univers est plus
pénible a utiliser que celui du 2.b.

e Evénement dans un univers

Un évenement est une partie quelconque de I'univers. L'évenement A est réalisé
lorsque I'issue de I'expérience appartient a A.

€ Un événement se décrit soit par 'énumération des issues qu’il renferme,
soit par une phrase en bon francais.

Exemple 1.c:I'’évenement «on sort une face paire » est la partie A = {2,4, 6}.
Lévénement « on sort le 5 » est la partie B = {5}. Lévenement « on ne sort
nile5niled»estC ={1,2,3,6}.

Exemple 2.c : 'univers associé a deux lancers d’une piéce compte 4 élé-
ments, et contient donc 2* = 16 parties. Il y a 16 événements possibles pour
cette expérience. Par exemple A = {(p,p)} signifiant « on obtient deux
fois pile », B = {(p,p), (p, f)} signifiant « le premier lancer donne pile »,
C=A{(p, ), (f,p), ([, f)} signifiant « on obtient au moins une face » et ainsi
de suite.

©® Lensemblevide () est une partie de I'univers, que I'on peut appeler « évé-
nement impossible » : il est intéressant de le garder, comme on va le voir
ci-dessous. ) lui-méme est un évenement, celui qui est certain d’étre
réalisé.

@ Définissons tout de suite une notion vitale, purement ensembiliste :

Deux évenements A et B sont incompatibles lorsque, dans I'univers €, les parties
A et B sont disjointes : on a A N B = (). Cela signifie surtout que les deux
évenements ne peuvent pas étre réalisés simultanément.

Exemple 4 : dans I'exemple 2, les événements « deux faces identiques » et
«une face de chaque » sont incompatibles.

Fiche 2 : Univers fini et probabilité | 13
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Point de logique courante

Cette notion d'incompatibilité est en général évidente, sans besoin de preuve
ensembliste : en général, pas la peine de modéliser |'univers sous-jacent.

Exemple 5 : «j’ai un nombre impair d’enfants » et «j’ai autant de filles que
de garcons » sont incompatibles, et ceci quel que soit le nombre d’enfants.
Lunivers ne sert pas.

O Opérations entre événements

@ La définition, a priori ensembliste, d’'un événement, nous fait penser aux
opérations entre parties d’'un méme ensemble. Voici la traduction en-
sembles/probabilités des opérations classiques qui sont fondamentales.
A et B désignent deux évenements, a savoir deux parties de I'univers
() des issues possibles de I'expérience aléatoire.

@ |l est vital de comprendre les deux formulations de ce paragraphe, celle
au sens courant de «relations » entre évenements de la vie courante
avec des « et » et des « ou », assez évidentes et de logique courante, et
celle de la théorie des ensembles qui semble plus rigoureuse avec des
N et des U, mais plus abstraite.

4.1 Evénement contraire de A

C’est 'événement A qui est réalisé lorsque A ne I'est pas. A est donc le
contraire de A.Ona A = Q\ A, le complémentaire de A dans I'univers, au
sens ensembliste.

Exemple 1.d : dans I'exemple 1.c, on a C = {4,5}, & savoir «on sort le 4 ou
le 5».

Exemple 2.d : dans I'exemple 2.c,on a C' = {(p,p)}, i.e. «aucune face ».

4.2 Deux événements réalisés simultanément

Les évenements A et B sont réalisés simultanément lorsque I'issue obtenue
est a la fois dans A et B, i.e. dans A N B. |l s’agit donc de I'intersection
ensembliste AN B, et on note AN B cet événement.

Exemple 1.e : dans I'exemple 1.c,ona AN B = {2,6}, a savoir «on sort le 2
oule 6».

Exemple 2.e : dans I'exemple 2.c,ona BN C = {(p, f)}, i.e. «d’abord pile
ensuite face ».

| Fiche 2 : Univers fini et probabilité



4.3 L'un ou l'autre de deux événements est réalisé

A ou B estréalisé quand l'issue obtenue se trouve dans A ou dans B : c’est
donc la réunion ensembliste A U B, et on le note toujours AU B.

Exemple 1.f : dans I'exemple 1.c,on a AU B = {2,4, 5,6}, a savoir «on sort
2oudouboub».

Exemple 2.f: dans 'exemple 2.c, on a C' = «une face de chaque » ou «deux
faces ». C’est aussi le contraire de « deux piles ».

4.4 Evénements incompatibles
Deux évenements A et B sont incompatibles lorsque A N B = (), 'événe-
ment impossible.

Exemple 1.g : dans I'exemple 1, « sortir une face paire » et « sortir une face
impaire » sont incompatibles.

Exemple 2.g : dans I'exemple 2, « une face et une pile » et « deux piles »
sont incompatibles.

@ Plus généralement, « Ay, A,,--- , A, sont incompatibles » signifie plus
précisément « deux a deux incompatibles » : ona A; N 4; = ) pour tous
R

Exemple 6.a : on est avec une famille ayant 5 enfants. A; = «au maximum
unefille», A, = «2 ou 3filles», A; = «au moins 4 filles » sont incompatibles.
On notera que A, A,, A; forment une partition de Q.

Exemple 6.b : énoncer ces incompatibilités ne demande pas de préciser
'univers €). Si on veut le faire, on peut prendre 'ensemble des suites (or-
données suivant les dates de naissances) (a;,- -+ ,a5) oU a; vaut «f» ou
« g ».

e Systéme complet d'événement dans un univers

On dit que les événements A,, A,,--- , A, forment un systeme complet
d'évenements lorsqu'ils sont 2 a 2 incompatibles et que leur réunion est I'univers
tout entier: Q@ = A, LA, LI--- LA, avec A; N A; = () pour tous ¢ # j.

@ Touteissue de I'expérience appartientaun etunseuldes A;, Ay, -+ , A,.
Le signe LI signifie une réunion ol les ensembles sont deux a deux dis-
joints.
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Exemple 7: on s’intéresse au jour de naissance d’une personne (du 1janvier
au 31décembre). Les 12 évenements « né en janvier »,...,.« né en décembre »
forment un systeme complet d’éveénements.

@ Si B est un évenement quelconque, et A,,--- , A, un systéme complet
d’événements, on peut écrire

B=(BNA)U(BNA)U---U(BNA,)

et cette partition de B en événements 2 a 2 incompatibles sera souvent
trés utile, entre autre avec la formule des probabilités totales qui sera
vue dans la fiche suivante.

e Tableau récapitulatif

@ Voici un tableau récapitulant les deux aspects, théorie des ensembles
et probabilités.

e

Partie Evenement
Parties disjointes  Evénements incompatibles
Complémentaire  Evénement contraire

Réunion L'un au moins des événements est réalisé
Intersection Les évenements sont réalisés en méme temps
Partition Systeme complet d'évenements

@ La réunion et lintersection se généralisent a un nombre quelconque
d’évenements.

@ Les opérations décrites ci-dessus dans le cadre d’un univers a priori fini
se généralisent a une expérience aléatoire quelconque, a un univers
quelconque, et cela sera utilisé sans justification dans la suite de I'ou-
vrage.

o Approche courante de la notion de probabilité

@ Enlangage courant, c’est le pourcentage de chances qu’un événement
se produise.
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Point de vue courant

Parmi tous les évenements possibles associés a une expérience aléatoire, le bon
sens et le quotidien disent que certains ont « bien plus de chances » de se réaliser
que d'autres.

Exemple 8.a : dans 100 lancers d’une piece équilibrée, on se dit que «avoir
48 piles » a plus de chances de se réaliser que « obtenir uniqguement des
faces ».

Exemple 8.b : a la roulette, on se dit que le 22 venant de sortir, il est peu
probable qu’il ressorte au coup suivant et qu’on ferait mieux de jouer le 17.

@ Pour savoir qui a raison, on a besoin d’une définition rigoureuse de la
probabilité, et elle passe par I'univers.

0 Germes de probabilité sur un univers

€ Notons wy,ws,, -+ ,w, les éléments de I'univers €, & savoir les issues
possibles de I'expérience. Lidée est de se donner une « probabilité élé-
mentaire » pour que chaque w;, se réalise.

A chaque wj, € © on associe un réel p, €]0, 1] qui est la probabilité élémentaire
que l'issue wy, se réalise dans |'expérience. Ces nombres vérifient
prt+pat---+p.=1

@ Chaque p, est connu de facon naturelle par la description de I'expé-
rience aléatoire. Les p,, sont aussi appelés « germes de probabilité » sur
Q.

Exemple 1.h : pour le lancer d’un dé équilibré, onap, = p; = p3 = ps =
ps =ps = 1/6.

Exemple 2.h : pour les deux lancers d’une piece équilibrée,onap, = p, =
ps = pa = 1/4:les quatre issues possibles ont autant de chances 'une que
l'autre, et c’est donc 1/4.

Exemple 3.b : attention a 'exemple 3.a, les probabilités élémentaires sont
plus compliquées. Pour « deux faces » et « deux piles », on a toujours un
germe égal a 1/4. Par contre, pour « une sortie de chaque », qui peut se
réaliser de 2 facons différentes, le germe vaut 1/2.
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Exemple 6.c: dans I'exemple 6.b, on a défini un univers a 2° = 32 éléments.
Dans 'hypothése ou la probabilité de naissance d’une fille ou d’un gargon
vaut 0.5, les 32 germes sont égaux a 1/32.

Exemple 6.d : si la probabilité de naissance d’une fille est de 0.48 et celle
d’un garcon de 0.52, on verra que p(aq, - -+ ,a;) = 0.487 x 0.529 ou f estle
nombre de filles et g celui de gargons.

o Probabilité d'un événement

¢ Soit Q = {wy, - ,w,} 'ensemble des issues de I'expérience. Un éve-
nement A est de la forme A = {w,-l,~-- ,wy, 1 @il contient un certain
nombre d’issues de I'expérience, notées ici avec les indices i, - - - , 0.
On a la définition assez logique :

La probabilité d'un événement est la somme des germes de probabilités des issues
constituant cet évenement : P(A) = p;, + --- + p;, avec les notations
précédentes.

€ Notons que la probabilité d’'un événement se note en principe avec un
«P» majuscule, alors qu’un germe (probabilité élémentaire) se note avec
un « p » minuscule. Mais on a P({wy}) = py.

@ Si A = 0 (événement impossible), on a bien P(A) = 0, événement de
probabilité nulle. Pour A = ) (événement certain, il est toujours réalisé
puisqu’il contient toutes les issues possibles), on a P(A4) = 1.

@ Cette définition conduit a la propriété absolument fondamentale sui-
vante :

Si A et B sont incompatibles, alors P(AU B) = P(A) + P(B).

@ Elle se généralise a un nombre quelconques d’événements incompa-
tibles: P(A, U A, U---UA,) = P(A)) + P(A;) + --- + P(A,). Dans
cette notation I'opérateur carré U signifie que la réunion des évene-
ments/parties se fait avec des évenements incompatibles (parties 2 a
2 disjointes).
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